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Resumo

Este artigo é o trabalho final apresentado ao Programa de Desenvolvimento
Educacional do Estado do Parana (PDE) e trata da aplicacdo de atividades
investigativas no intuito de desenvolver e estimular o pensamento algébrico e
identificar ligacbes que as caracteristicas desse pensamento tém com a futura
aprendizagem da linguagem algébrica formal. O projeto foi aplicado em uma turma
de quinta série. Para criar situacdes pedagodgicas favoraveis ao desenvolvimento do
pensamento algébrico foi utilizada a estratégia metodolégica da Investigacao
Matematica para que o aluno se tornasse participante ativo no processo de
aprendizagem, favorecendo o desafio, a descoberta, a argumentacao e o trabalho
em equipe.
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Educacdo Matemaética.
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This article is the final work presented to the Program for Educational Development
of Parana State (PDE) and concerns the application of investigative activities with the
purpose of developing and stimulating the algebraic thought and identifying
connections that the characteristics of this thought have with the future learning of
the formal algebraic language. The project was applied to a fifth grade group. In
order to create favorable pedagogical situations for the development of the algebraic
thought, the methodological strategy of Mathematical Investigation was used for the
student to become an active participant in the learning process, favoring the
challenge, the discovery, the argumentation and the group work.

Keywords: Algebra; Algebraic Thought; Mathematical Investigation; Mathematical
Education.

1 INTRODUCAO

O Programa de Desenvolvimento Educacional (PDE) constitui-se de uma
importante iniciativa da Secretaria de Educacao do Estado do Parana na formacéao
continuada de professores da rede publica. O Programa é desenvolvido em parceria
com Instituicbes Publicas de Ensino Superior do Parana, proporcionando uma
integracdo entre a formacéo inicial e a formacao continuada do professor, levando-o
a um retorno as atividades e pesquisas académicas em sua area, com afastamento
temporario de suas funcbes na escola. Além de cursos presenciais nas
universidades, os professores que aderem a este programa, elaboram uma proposta
de intervencdo na realidade escolar em conjunto com um professor orientador da
instituicdo de ensino superior.

Nesta proposta, o projeto de intervencédo utilizou como material didatico um
Caderno Pedagogico com onze atividades investigativas que oportunizaram e
exploracdo do Pensamento algébrico.

O publico alvo foi uma turma de quinta série do Colégio Estadual Antonio
Garcez Novaes da cidade de Arapongas no estado do Parana.

Trabalhar o Pensamento Algébrico numa turma de quinta série na qual

tradicionalmente n&o se trabalha com contetidos de Algebra poderia causar alguma



estranheza num contexto convencional de ensino de Matemética. No entanto, essas
atividades podem ser trabalhadas com a quinta série ou até mesmo com séries
iniciais, uma vez que abordam informalmente conceitos como “incégnita” ou
“variavel”’, sem que, para isso, 0 aluno precise conhecer a linguagem algébrica
formal.

A Investigacdo Matematica foi a estratégia metodologica escolhida por
acreditar-se que, neste contexto, o aluno possa agir como se fosse um matematico
nas formas de analisar e solucionar uma situacdo. Essa forma de encaminhamento
possibilita que o estudante deixe de ser um mero “espectador” em sala de aula,
tornando-o um agente ativo na construgdo do seu conhecimento. Sendo assim, esta
estratégia constitui-se de importante instrumento para que os alunos desenvolvam o

pensamento algébrico.

2 A ALGEBRA E O PENSAMENTO ALGEBRICO

O ensino da algebra tem se constituido motivo de fracasso e frustracao para
0S nossos alunos. Baseado num simbolismo formal e permeado por regras e
procedimentos que, normalmente, sdo transmitidos via exercicios de repeticdo e
memorizacao, o ensino da algebra resulta numa aprendizagem puramente mecanica
de algo tdo importante e presente na Matemética.

Boa parte de nossos alunos considera a algebra como uma “lingua estranha”
cheia de simbolos, letras e regras e que, ao invés de facilitar a resolucdo de
problemas, complica ainda mais.

Essa é uma realidade verificada em indmeras avaliagdes como, por
exemplo, a Prova Brasil. Um de seus descritores® aponta que o aluno deve
reconhecer uma regularidade observada numa sequéncia e representa-la com uma
expressao algébrica. Porém, ao analisar-se uma questdo que exigiu esse tipo de
representacao, constatou-se que apenas um terco dos alunos assinalou a alternativa
correta, ou seja, soube representar o padrdo por meio de uma linguagem algébrica
formal. (BRASIL, 2008, p. 188).

® Os descritores definem uma determinada habilidade que deve ser desenvolvida na atual fase de
ensino do aluno avaliado.



Normalmente a algebra, no conceito de muitos educadores, se resume ao
uso de letras para representar nimeros e seus respectivos calculos. Dessa forma,
ela fica reduzida apenas a uma de suas particularidades, caracterizada pela

chamada “tendéncia letrista”.

Alguém que acredite que a atividade algébrica se resume a um
“calculo com letras”, pode propor o que para a sala de aula? Talvez
adote, seguindo algumas péssimas idéias encontradas em propostas
para a educacdo aritmética, a pratica de utilizar a “sequéncia” técnica
(algoritmo)/prética (exercicios). Com toda a franqueza, isso é
praticamente tudo o que encontramos na quase total maioria dos
livros didaticos disponiveis no mercado brasileiro, e essa € uma
situacdo bastante ruim. O que é, talvez, até pior é que essa pratica
nao se baseia em uma investigacao ou reflexao de qualquer natureza
ou profundidade, apenas em uma tradicéo, tradigdo esta que estudos
e projetos de todos os tipos, e por todo o mundo — inclusive no Brasil
— j& mostraram ser ineficaz e mesmo perniciosa a aprendizagem.
(LINS; GIMENEZ, 2005, p. 105, grifos do autor).

Para Fiorentini, Miorim e Miguel (1993, p. 79), o desenvolvimento historico
da algebra teve algumas fases importantes assim denominadas:
e retérica ou verbal - quando ainda ndo se usavam simbolos ou abreviaces,
mas a linguagem corrente;
e sincopada - ha o surgimento de simbolos ou abreviacdes;
e simbdlica - sistematizada exclusivamente por meio de simbolos.
Assim, verificamos que na sua evolucdo histérica, a Algebra n&o utilizou
inicialmente os simbolos. Por que na escola queremos que 0s alunos entendam

primeiro a linguagem para depois utilizar os “transformismos algébricos”?

A tendéncia da Educacdo Algébrica tem sido acreditar que o
pensamento algébrico s6é se manifesta e desenvolve pela
manipulacéo sintatica da linguagem concisa e especifica da Algebra.
Entretanto, essa relacdo de subordinacdo do pensamento algébrico
desconsidera o fato de que, tanto no plano histérico quanto no
pedagdgico, a linguagem €, pelo menos a principio, a expresséo de
um pensamento. Acreditamos subsistir entre pensamento e
linguagem n&o uma relagdo de subordinagdo, mas uma relacdo de
natureza dialética. (FIORENTINI, 1993, p.95)



Em nossos curriculos, prioritariamente se destaca a Aritmética nas seéries
escolares iniciais. Acredita-se que o aluno deva ter um “grau de amadurecimento”
para trabalhar com a matematica “abstrata”. Porém, pesquisas apontam que a

Algebra pode ser trabalhada desde as séries iniciais:

Considerando a algebra como um fio condutor desde os primeiros
anos de escolaridade, os professores poderdo ajudar os alunos a
construir uma base sdlida baseada na compreensao e nas suas
experiéncias como preparacdo para um trabalho algébrico mais
aprofundado [...] (PORTUGAL, 2008, p.39)

Para Booth (1984, p. 24) entre aritmética e algebra ha uma diferenca de
foco, pois “em aritmética o foco da atividade € encontrar determinadas respostas
numéricas particulares. Na Algebra, porém, é diferente. Na éalgebra o foco é
estabelecer procedimentos e relacdes e expressa-los numa forma simplificada
geral”.

Podemos perceber que ha uma relacéo intrinseca entre aritmética e algebra,
uma vez que “a algebra ndo € isolada da aritmética; na verdade €, em muitos
aspectos, a ‘aritmética generalizada’™ (BOOTH, 1984, p. 33). Ha entdo um vinculo
entre a aritmética e a algebra ja que, como apresenta Lins e Gimenez (2005, p.113)
“O que precisamos fazer € entender de que modo aritmética e algebra se ligam, o
que elas tém de comum. Feito isso teremos encontrado uma verdadeira raiz, que
nos permitir repensar a educacéo aritmética e algébrica de forma uUnica.”

Partindo deste principio, pode-se considerar entdo a possibilidade de se
trabalhar a educacdo algébrica em séries anteriores ao periodo em que o0s
programas curriculares normalmente a iniciam, articulando o ensino da aritmética

com o da algebra.

Quando dissemos que a diferenca entre algebra e aritmética era de
tratamento, de foco, estdvamos sugerindo ndo apenas que uma se
beneficia da outra, como também que uma depende da outra. O
problema que aparece em tal formulagédo é o tradicional “do ovo ou
da galinha”: Por onde comegcamos? A “sabedoria” tradicional, o
senso comum da educagdo matemdtica, diz, como j& sabemos, que



€ “6bvio” que comecamos pela aritmética. Parece-nos, no entanto,
gue ndo ha nada de Obvio nessa afirmacdo: [...] o ébvio aqui néo
parece ser mais do que a tradicdo vestida de razdo. (LINS;
GIMENEZ; 2005, p. 113, grifo do autor)

Por outro lado, ndo podemos conceber a Algebra somente como

generalizacao da aritmética visto que:

J4& ndo cabe classificar a algebra apenas como aritmética
generalizada, pois ela € muito mais que isso. A &lgebra continua
sendo um veiculo para a resolucdo de certos problemas, mas

s

também ¢é mais do que isso. Ela fornece meio para se
desenvolverem e se analisarem relacbes. E é a chave para a
caracterizacdo e a compreensdo das estruturas matematicas.
(USISKIN, 1984, p. 21)

Podemos entdo considerar que a Algebra apresenta muitas dimensées que
ndo sdo abordadas na matematica escolar, especialmente por priorizar a tendéncia
letrista, os transformismos algébricos?, e a repeticdo mecanica de procedimentos
descontextualizados. Como, entdo, atribuir significado a Algebra? Para Lins e
Gimenez (p. 151, 2005), o Pensamento Algébrico é um dos modos de produzir
significado para a élgebra e tem trés caracteristicas fundamentais.

1) Pensar aritmeticamente: produzir significado apenas com relacdo a numeros
e operac0des aritméticas.

2) Pensar internamente: considerando nameros e operacdes apenas de acordo
com suas propriedades (usando numeros sem relacdo com outros objetos
como, por exemplo, fisicos, geométricos etc.).

3) Pensar analiticamente: operar com numeros desconhecidos da mesma forma
gue se opera com numeros conhecidos.

Mas, se ndo ha o dominio da linguagem algébrica formal, como caracterizar
0 chamado pensamento algébrico?

Alguns elementos importantes permitem identificar se o aluno esta

desenvolvendo o pensamento algébrico. Tais elementos podem ser observados até

* Processo de obtengéo de expressdes algébricas equivalentes mediante o emprego de regras e propriedades
validas. (FIORENTINI, MIORIM e MIGUEL, 1993)



mesmo em criangas das séries iniciais do Ensino Fundamental, uma vez que néo
exigem uma representacdo simbolica formal. Algumas caracteristicas indicam esse

desenvolvimento, quando os alunos:

e identificam ou criam padrbes numéricos e geométricos;

e descrevem padrdes verbalmente e representam-nos por meio
de tabelas ou simbolos;

e procuram e aplicam relacbes entre quantidades variaveis,
para fazerem previsdes;

o fazem e explicam generalizacbes que aparentam ser sempre
validas em determinadas situagées;

e utilizam gréficos para descrever padrbes e fazer previsoes;

e exploram propriedades dos nimeros;

e usam notacdes inventadas por eles, simbolos convencionais
e variaveis para representar um padrdo, uma generalizagdo
ou uma situacdo. (PORTUGAL, 2008, p. 183)

Para Fiorentini, Miorim e Miguel (1993, p 87), sdo também caracteristicas do
pensamento algébrico a “percepcdo de regularidades, percepcdo de aspectos
invariantes em contraste com outros que variam, tentativas de expressar ou
explicitar a estrutura de uma situacdo-problema e a presenca do processo de
generalizagdo.” Esses elementos constituem-se de importante ferramenta para que
o aluno perceba o real significado da utilizacdo da algebra com a utilizacdo, ou nao,

de uma linguagem simbdlica.

A andlise de situagfes em que esse pensamento pode se manifestar
levou-nos, ainda, a concluir qgue ndo existe uma Unica forma de se
expressar o pensamento algébrico. Ele pode expressar-se através da
linguagem natural, através da linguagem aritmética, através da
linguagem geométrica ou através da criacdo de uma linguagem
especifica para esse fim, isto é, através de uma linguagem algébrica,
estritamente de natureza simbdlica. (FIORENTINI; MIORIM e
MIGUEL, 1993, p. 88)

Determinados contextos permitem ao individuo aprimorar a capacidade de
analisar situacbes matematicas, argumentando e expressando o raciocinio a ser

utilizado, levando-o a compreender principalmente as relagbes quantitativas



envolvidas. Tais contextos podem estar presentes dentro da propria aritmética como
afirma Lins e Gimenez (2005, p. 113) ao garantirem que “a propria aritmética
envolve, naturalmente, um certo nivel de generalidade.” Neste sentido, “a medida
gue os alunos fazem generaliza¢cdes a partir de observacdes acerca dos numeros e
das operacOes, estardo a construir as bases do pensamento algébrico”.
(PORTUGAL, 2008, p.108).

Sendo assim, nada impede que o0 pensamento algébrico seja trabalhado em
séries iniciais. Embora os alunos desta fase escolar ndo tenham ainda dominio da

linguagem algébrica formal, podem desenvolver o raciocinio algébrico.

O pensamento algébrico nos primeiros anos de escolaridade envolve
0 desenvolvimento de maneiras de pensar em atividades em que o
simbolo-letra da Algebra pode ser usado como ferramenta, que néo é
exclusiva da Algebra, e que podem ser realizadas sem usar qualquer
simbolo-letra da &lgebra, tais como analisar relagbes entre
guantidades, perceber estruturas, estudar a mudanga, generalizar,
resolver problemas, modelar, justificar e prever. (KIERAN apud
BRANCO, 2008, p. 4).

Obviamente ndo queremos, e ndo podemos, desprezar a necessidade do
dominio da linguagem algébrica formal e sua importancia no aprimoramento e
refinamento do pensamento algébrico. Porém, devemos lembrar que a linguagem

deve estar relacionada ao pensamento.

A relagdo entre pensamento e a palavra € um processo Vivo; 0
pensamento nasce através das palavras. Uma palavra desprovida de
pensamento € uma coisa morta, € um pensamento ndo expresso por
palavras, permanece na sombra. A relacdo entre eles ndo é, no
entanto, algo ja formado e constante; surge ao longo do
desenvolvimento e também se modifica. (VYGOTSKY, 1993, p. 131)

As criancas podem, entdo, expressar seu pensamento livremente, por meio
da linguagem verbal ou simplesmente utilizando desenhos, tabelas, diagramas e
outros meios para expressarem 0 raciocinio algébrico, uma vez que ainda néo

conhecem a linguagem formal da algebra.



A educacdo algébrica deve evitar apenas a memorizacdo e manipulacdo
repetitiva de letras desprovidas de contexto e significagéo para o aluno.

Técnicas sdo importantes e até mais faceis de serem ensinadas, mas
tornam-se vazias a medida que ndo se baseiam num significado que as valide.
Nesse contexto, parece que aprender algebra n&o apresenta nenhuma utilidade.

Reverter esse quadro e dar significado aos procedimentos algébricos ndo é
tarefa simples, requer compromisso e um trabalho continuo ao longo de muito

tempo.

[...] A algebra se constitui um instrumento sécio-histérico, por meio da
gual queremos, pela reorganizacdo do pensamento algébrico,
oportunizar aos alunos novas leituras e perspectivas de a¢do no
mundo. [...] Ndo obstante, concebemos a Algebra ndo apenas como
resumo a resolucdo de alguns problemas com a aplicacao de regras
de manipulagdo algébrica. Ela se configura como uma forma
especifica de pensamento, no qual se exploram os significados e a
compreensédo dos conceitos. O desenvolvimento do pensamento
algébrico e da sua linguagem demanda de pensamento
genericamente elaborado pelos alunos a compreensdo das
regularidades e da constituicdo das relacdes entre grandezas, além
deles expressarem matematicamente essas ideias na estrutura de
uma situacao-problema. (BARROS, 2009, p. 41)

3 A INVESTIGACAO MATEMATICA NA SALA DE AULA

Uma das formas de superar a aprendizagem mecanica e substancialmente
baseada na memorizacdo é a utilizacdo de um método que favoreca o desafio, a
descoberta, a reflexdo e o envolvimento ativo do aluno. Com este intuito, as
atividades relatadas neste artigo foram aplicadas utilizando como estratégia a
Investigacdo Matematica.

Investigar, como consta no dicionario, significa “pesquisar, indagar, inquirir,
[...] examinar com atengdo, esquadrinhar.” (FERREIRA, 1998, p. 965). Uma
“‘investigacado”, no contexto da Matemética, utiliza-se destes elementos para
desvendar relagbes entre os objetos de estudo e obter “pistas” para resolver

determinados problemas.
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O conceito de investigacdo matematica, como atividade de ensino-
aprendizagem, ajuda a trazer para a sala de aula o espirito de
matematica genuina, constituindo, por isso, uma poderosa metéfora
educativa. O aluno é chamado a agir como um matematico, nao s6
na formulacéo de questdes e conjecturas e na realizacdo de provas e
refutacbes, mas também na apresentacdo de resultados e na
discussdo e argumentacdo com seus colegas e professor. (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2009, p. 23)

Porém, nem todas as atividades desenvolvem este aspecto investigativo. Ha
uma diferenca entre exercicio e problema. Para Dante (1998, p. 43) exercicios
servem para praticar um determinado processo ou algoritmo, enquanto que um
problema descreve uma situagcédo que induz a busca de uma solugéo desconhecida e
nao especifica 0 processo ou algoritmo que leve diretamente a essa solugcdo. A

atividade investigativa tem um aspecto ainda mais amplo:

Os exercicios e os problemas tém uma coisa em comum. Em ambos
0S casos, 0 seu enunciado indica claramente o que € dado e o que é
pedido. Nao ha margens para ambiguidades. A solucdo é sabida de
antemao, pelo professor, e a resposta do aluno ou esta certa ou esta
errada. Numa investigagdo, as coisas sdo um pouco diferentes.
Trata-se de situagbes mais abertas — a questdo ndo estd bem
definida no inicio, cabendo a quem investiga um papel fundamental
na sua definicdo. E uma vez que os pontos de partida podem nédo ser
exatamente os mesmos, 0s pontos de chegada podem ser também
diferentes. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2009, p. 23).

As tarefas investigativas devem ser desafiadoras, interessantes e
estimuladoras da criatividade e da arte de pensar.

Quando o aluno tem um envolvimento ativo com a atividade investigativa a
ser desenvolvida em sala de aula, a sua postura de “explorador” faz com que os
conteudos trabalhados adquiram real significado.

O trabalho investigativo revela ndo ser somente importante na solugao do
problema em questdo, mas também nas descobertas que séo feitas durante a
resolugdo. Com base no pensamento de Fiorentini, Fernandes e Cristovao (2005, p.
3) pode-se afirmar que “as investigacbes mateméticas diferenciam-se das demais
por serem situacdes-problema desafiadoras e abertas, permitindo aos alunos vérias

alternativas de exploragao e investigagao”.



A aplicacao de uma atividade investigativa envolve algumas etapas:

11

Uma atividade de investigacdo desenvolve-se habitualmente em trés
fases (huma aula ou conjunto de aulas): (i) introducéo da tarefa, em
gue o professor faz a proposta a turma, oralmente ou por escrito, (ii)
realizacao da investigacao, individualmente, aos pares, em pequenos
grupos ou com toda a turma, e (iii) discusséo dos resultados, em que
0os alunos relatam aos colegas o trabalho realizado. (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2009, p. 25)

A realizacdo da investigacdo matemaética, por parte dos alunos, envolve um

processo com quatro fases principais:

Exploragéo e formulacdo de questdes

Reconhecer uma situacéo
problematica
Explorar a situagdo problematica

Formular questbes

Conjecturas

Organizar dados
Formular conjecturas (e fazer

afirmacdes sobre uma conjectura)

Teste e reformulacéo

Realizar testes

Refinar uma conjectura

Justificacdo e avaliacdo

Justificar uma conjectura
Avaliar o raciocinio ou o resultado

do raciocinio

Fonte: PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA.( 2009, p. 21)

A investigacdo matematica favorece também um ambiente de socializacao,

interacdo e troca de idéias, pois 0 aluno é convidado a interagir com colegas e

professor, tendo liberdade para expressar o seu ponto de vista e suas descobertas.

Cabe ao professor, ao final do processo investigativo, provar as conjecturas

apresentadas pelos alunos, devendo estar atento para as hipéteses levantadas que

podem levar a processos complexos ou mesmo inexplorados.
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Ha diferentes aspectos envolvidos no processo de mudanca de
paradigma de exercicios® para os cenarios de investigacdo. Os
padrBes de comunicacdo podem mudar e abrir-se para novos tipos
de cooperacdo e para novas formas de aprendizagem. [...] Em
particular, estamos interessados ha possibilidade de os alunos
participarem ativamente do seu processo de aprendizado. Tanto o
professor quanto os alunos podem ser acometidos por duavidas
quando chegam a trabalhar num cenério de investigacdo, sem a
protecao de ‘regras” de funcionamento bem conhecidas do
paradigma do exercicio. Assim, deixar o paradigma do exercicio
significa também deixar uma zona de conforto e entrar numa zona de
risco. Quais sdo os possiveis ganhos do trabalho numa zona de risco
associada a um cenario para investigacdo? Vemos que isso esta
intimamente relacionado com o surgimento de novas possibilidades
de envolvimento dos alunos, de padrdes de comunicacdo diferentes
e, consequentemente, novas qualidades de aprendizagem. (ALRO;
SKOVSMOSE, 2006, p. 58)

O envolvimento do aluno no processo € um aspecto forte na investigacao
matematica. Ao exigir sua participacdo ativa, sua criatividade e seu envolvimento,
esse tipo de atividade torna-o agente ativo na apropriacdo dos conceitos

matematicos.

4 PARTINDO DA TEORIA PARA A PRATICA

Todo estudo tem um objetivo e, neste caso, o objetivo maior é desenvolver e
aplicar um projeto que colabore com um ensino de qualidade na disciplina de
Matematica. Para isso, foram definidos os objetos de estudo: o Pensamento
Algébrico e a Investigacdo Matemética. Foi necessario muito tempo de pesquisa e
dedicacdo para se obter as informacdes necessérias para direcionar a aplicacao do
projeto. No estudo tedrico foram consultadas varias obras, entre livros, teses,
dissertacbes, monografias e artigos sobre o assunto. Cuidadosamente, foram
selecionadas as onze tarefas investigativas que compdem o Caderno Pedagodgico

elaborado para a implementacéo da proposta em sala de aula.

® Exercicios preestabelecidos, preparados por autoridades externas a sala de aula, sem justificativa para sua
relevancia. (ALRO, SKOVSMOSE, 2006)
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Para a aplicacdo das tarefas foi escolhida uma turma de quinta série com
trinta e seis alunos. Como eles nunca haviam desenvolvido atividades com a
investigacdo matematica, houve a necessidade de prepara-los anteriormente com
outras atividades além das que constam no caderno pedagogico.

A aplicacéo do projeto aconteceu durante o segundo semestre do ano de
2010 e utilizou aproximadamente vinte e seis horas-aula, sendo que a turma possuia
quatro aulas semanais de matematica, das quais duas eram reservadas para as
atividades do projeto.

Para este artigo foram escolhidas duas atividades: a primeira envolvendo
nameros quadrados e triangulares e a segunda um problema sobre uma quantidade

desconhecida de dinheiro no cofrinho de uma crianca.

4.1 TAREFA SOBRE NUMEROS TRIANGULARES E QUADRADOS®:;

Cerca de 500 anos a. C. viveu um estudioso grego chamado Pitagoras. Ele criou uma
irmandade comunitaria onde os estudos matematicos se misturavam com o misticismo que
eles atribuiam aos numeros. Os integrantes dessa comunidade ficaram conhecidos como
“pitagoricos”. Eles fizeram grandes descobertas matematicas, pois adoravam os nimeros e
acreditavam que tudo no universo era composto de nimeros e nada se podia fazer sem
eles. Uma das formas de representar os numeros era usando pedras, sementes ou pontos
em um plano na forma de poligonos. Dai surgiram os “numeros poligonais”. Dentre esses
nameros poligonais existem os numeros triangulares, quadrados, pentagonais, hexagonais
e outros.
Nesta atividade, vamos estudar os nimeros triangulares e os nimeros quadrados.

A seqliéncia dos numeros triangulares é formada assim:

®
® oo
® oo 00
@ oo 00 o000
T1 T2 T3 T4

® Atividade adaptada do artigo Polya visita a sala da aula (DEGUIRE, L., 1997, p. 99).
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a) Desenhe o T5. Quantas “bolinhas” vocé usou?

b) Quantas bolinhas seriam necessérias para construir o T6?

¢) Como descobrir um namero triangular a partir do anterior a ele?

d) Como descobrir, sem desenhar, o T20? H4 uma forma de descobrir qualquer numero

triangular da sequéncia? Investigue:

Agora vejamos a sequéncia dos numeros quadrados:

‘KX X

000 000

W) X X 000

® "W ) 00 000
Q1 Q2 Q3 Q4

a) Desenhe o Q5. Quantas “bolinhas” vocé usou?

b) Quantas bolinhas seriam necessérias para construir o Q6?

c) Como descobrir um nimero quadrado a partir do anterior a ele?

d) Como descobrir, sem desenhar, o Q20? H& uma forma de descobrir qualquer numero
gquadrado da seqiiéncia? Investigue:

e) Agora que vocé investigou bastante sobre a sequéncia dos numeros triangulares e
guadrados, responda: como é possivel obter um nimero quadrado a partir de um ndmero

triangular?

Antes de iniciar a investigacdo, a turma foi dividida em grupos de quatro
alunos. Para melhor compreenséo, analisaremos esta atividade dividindo-a em duas

partes conforme as sequéncias nela apresentadas.

4.1.1 Numeros triangulares:

Apos algumas tentativas, os alunos observaram que para desenhar o T5 e
obter sua quantidade de bolinhas precisavam somar1+2 +3 +4 +5 e o parao T6,

somaram 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6. Ao responderem as questdes “a” e “b”, puderam
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perceber que cada termo é formado pela soma de nimeros naturais consecutivos do
‘um” até o numero de ordem da figura.

“ 7’

Para definir o padréo de formacéo a partir do anterior (questao “c”), a maioria

descobriu que bastava adicionar o numero da ordem da figura, conforme descrito

abaixo:

Grupo 1:

# / ’
DI fOU Dusnetmde g munniug g 8 J paefame
E % ~-’- 5 \,?3 O -f é" \)0,"\&_5‘»‘(\ \;%3) q \\,&:’R}\r}\."f?q»Q@‘

Grupo 2:

\/C,Q/\)rﬂ“w & ‘"\N.‘fm M WLUV\ ‘i‘*
‘me B Wmaie o de Lo A T DMy ki
Quuovag, ij}dj‘# AvAe. v{‘l } TR, R o )

NG s o K.
Percebe-se o interesse em investigar e varias tentativas de resolucgéo.

Pty o Tude 1 Jumez, Sapsos o, Sabolomez,

X MNW\B@ whaygn oo walfoade de Ty, o o

“Fono, \gmm & o cowrih) QUUMUIRBL MR, @ Qbeﬂm}\,m

vames v viefivat, qw» T & e R Wamsa, g
AW o

Isso demonstra o reconhecimento de um padréo de formacéo da sequéncia

(PORTUGAL, 2008). Na questao “d” os alunos ndo conseguiram chegar exatamente

n(n+1)
2

ao raciocinio de que cada termo é formado por , €m que n € a ordem do

namero triangular. A maioria das equipes utilizou a generalizacdo da forma de
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calcular adicionando os numeros naturais consecutivos de um até o numero de
ordem da figura.

Foi, entdo, narrada a historia de Gauss demonstrando que podemos obter a
soma de termos de uma sequéncia com numeros naturais, somando-se 0s extremos
(por exemplo, de 1 a 10, a soma de 1 + 10 € 11) e esse valor € o mesmo da adicdo
dos termos equidistantes dos extremos (2 + 9, 3 + 8, ...). Sendo assim, procurou-se
demonstrar que basta calcular a soma do primeiro com o ultimo termo e depois
multiplicar pela metade do nimero maior (nesse exemplo, por cinco). A partir desta
explicagéo os alunos foram capazes de concluir que uma das formar de determinar o
T20 seria fazer a multiplicacdo de 21 (soma do primeiro e do Ultimo termo) por dez
(metade de 20). Houve bastante interesse da turma pela histéria e por essa forma de

calcular.

4.1.2 Numeros quadrados:

Ao responder as perguntas “a” e “b”, os alunos perceberam com facilidade
gue para desenhar o Q5 e 0 Q6 e determinar sua quantidade de bolinhas, bastava
apenas multiplicar o numero de ordem da figura por ele mesmo ou eleva-lo ao
quadrado, ou seja, para 0 Q5 fizeram 5 x 5 e para 0 Q6, 6 x 6.

Na questdo “c” os grupos puderam considerar que cada numero quadrado é

igual ao anterior somado com um namero impar.

9+7
o000
4+5
X X ) 0 00
1+3
¢6e__000 0000
e —" oo 0o ©® 00
Q1 Q2 Q3 Q4

Outra forma de analise manifestada pelos alunos foi a de considerar que
cada numero quadrado é obtido somando-se 0 numero de ordem da figura anterior
com a propria ordem, como por exemplo, para se obter o Q3 soma-se 4 (quantidade

de bolinhas da figura anterior) mais 2 (ordem da anterior) e mais 3 (propria ordem):
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Veja a interpretacao de um aluno:

Aluno: Professora, ja sei! Do Q2 para o0 Q3 aumenta duas filas de 3.
Professora: Como assim?

Aluno: Em “L”, veja no meu desenho.

—
® @ @ |
"

®00
‘X X

J

Q3™

Professora: Isso forma duas filas de 3? Olhe bem.

Aluno: Ah, é verdade. S6 tem cinco bolinhas. Eu contei a “do canto” duas vezes.
Entdo fica uma fila de 3 e outra de 2. Assim:

Professora: E isso definiria uma regularidade?

Aluno: Sim, olhe s6: do Q4 para o Q5 aumenta 9, ou seja, sempre € o numero da
anterior mais o numero da propria figura.

¥ o P bu“\%“x e, WP Arnpal L ek g PR o
\/mer‘ A oy Mﬁuﬁ «rxl.d»mi)—x.@f

Uma outra maneira de descobrir foi considerar que a quantidade de figuras é

formada somando-se o dobro da ordem anterior mais um, como no desenho:
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Veja o didlogo com outro aluno:

Aluno: Professora, ja sei! E s6 acrescentar o dobro!

Professora: O dobro de que quantidade?

Aluno: Da figura “antes”

Professora: Da quantidade de bolinhas?

Aluno: Nao, professora, do nUmero embaixo.

Professora: Sera? Vamos observar: do Q3 para o Q4 aumenta 7 bolinhas. Sete é o
dobro de 3?

Aluno: Nao! Deixe-me ver, do Q4 para o Q5 aumenta nove... J4 sei, € sempre 0
dobro mais um!

Professora: Isso vale para todos? Confira.

do ddre de Moo onidusy,

b

Quanto a questdo “d” foi facil eles generalizarem dizendo que bastava

multiplicar o nimero da ordem da figura por ele mesmo (ou eleva-lo ao quadrado).

<

y - ’ - ; £ RO—
£ mdbplicon @ prspus arurmrne pla e TUINT
!{ :{O J{’..ué,}:/,‘;n} '~3~L .

Ja na questao “e” foi mais dificil para os alunos generalizarem a forma de
descobrir um numero quadrado a partir de um triangular. Algumas equipes
descobriram que bastava somar o numero triangular com o0 seu anterior na
sequéncia. Por exemplo, para formar o Q4 basta somar o T4 com o T3.

Para Kieran (apud BRANCO, 2008, p. 4), a capacidade de generalizar,
analisar relaces entre quantidades para poder prever resultados, sem utilizar letras
como simbolos formais da algebra nos primeiros anos de escolaridade é uma forma

de expressar o Pensamento Algébrico. Isso pode ser constatado pela forma como os
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alunos responderam a questao “d” dos numeros quadrados e triangulares e também
na questdo “e”. Para Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), a percepgédo de
regularidades e o processo de generalizacdo expressos pela linguagem natural,
também caracterizam o Pensamento Algébrico. De acordo com Lins e Gimenez
(2005), nas questao “c”, “d” e “e”, principalmente, se o aluno perceber que ha uma
regra de formacao e que ela independe do desenho, ele consegue internalizar a
situacdo. A capacidade de identificar um padrdo geométrico, explicando a
generalizacdo que parece ser sempre valida na seqiéncia apresentada nesta tarefa,
identificando e aplicando relagdes entre as quantidades varidveis, ordem da figura e
quantidade de bolinhas, demonstra o Pensamento Algébrico (PORTUGAL, 2008).
Podemos, neste sentido, afirmar que os alunos conseguiram estabelecer uma nog¢ao

intuitiva de funcéo.

4.2 QUANTIDADE DE DINHEIRO NO COFRINHO (: QUAL A MELHOR OPCAO?) ’

Caio contou para sua avo que tinha uma certa quantidade de dinheiro guardada em seu
cofrinho. Sua avo Ihe disse:

- Muito bem, Caio. J4 est4 aprendendo a economizar e guardar o seu dinheiro. Como
recompensa, vou lhe dar duas opc¢des. A primeira: vou duplicar o seu dinheiro. A segunda:

vou triplicar o seu dinheiro e, em seguida, tirar 7 reais. s

E agora? Qual
das duas opgdes

devo escolher?

a) Qual a melhor op¢ao para Caio? Existe alguma op¢édo sempre melhor?
b) E se, ao invés de tirar 7 reais, a avo resolvesse tirar 5 reais na segunda opcao?

c¢) O que se pode concluir sobre uma quantia qualquer a ser retirada na segunda opcéo?

" Atividade adaptada do livro Desenvolvimento Matematico na Crianca: Explorando Notacdes
(BRIZUELA, B., 2006, p. 99)




20

Inicialmente a turma foi dividida em grupos e foi feita uma leitura coletiva.
Terminada a leitura, a primeira pergunta feita por um aluno: “Professora, mas quanto
dinheiro tinha Caio no cofrinho?”. Percebeu-se de imediato um desconforto com o
desconhecimento da quantidade de dinheiro no cofrinho. Chegaram, a certa altura, a
perguntar também: “Mas ele realmente tinha algum dinheiro no cofrinho?”.

Quanto a primeira questado (letra “a”), os alunos chegaram facilmente a
conclusao de que a opcéao a ser escolhida depende do valor a ser retirado, ou seja,

sete reais:

A B ety @&MAWVJW)M
u&muwd uﬁtwwmﬁwwwh»?wkx&m

&uﬂﬁ vq@ “Q":VX-Q--Q {-\W

Facilmente chegaram a conclusdo de que com sete reais, qualquer uma das

opc¢Oes daria 0 mesmo resultado:

Q: Come § Joivs o3
oo 90 el usdgua

P SOy S\m«@fwwmw\(ﬂm

Os alunos, verbalmente, descreveram uma funcéo definida por partes que

2X,5e0<x<7

teria a representacdo matematica: f(x) = )
3X—-7,sex>7
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Para Portugal (2008), quando numa situagéo, os alunos procuram e aplicam
relacdes entre quantidades variaveis para fazerem previsGes ja estao utilizando o
pensamento algébrico.

Mas ainda havia uma dificuldade em se trabalhar com um valor variavel. De
certa forma, eles ainda “necessitavam” de um valor fixo da quantidade no cofrinho.
Por isso, para responder a segunda questdo, na qual o valor a ser retirado foi
alterado para cinco reais, algumas equipes tiveram um pouco de dificuldade,

conforme relatado:

Aluno: Professora, entdo agora compensa a segunda opc¢ao.

Professora: Mas por que vocé esta afirmando isso?

Aluno: Porque se vocé calcular o dobro de sete reais é quatorze o se calcularmos o
triplo de sete é vinte e um, menos cinco da dezesseis, entdo a segunda op¢ao €
melhor.

Professora: Mas quem disse que a quantidade no cofrinho era sete reais?

Aluno: Pela primeira pergunta.

Professora: Ah, mas vamos entdo esquecer a primeira pergunta e considerar que
pode ser uma quantia qualquer no cofrinho e analisar tudo de novo considerando
que as opcoes séo: dobrar a quantidade ou triplicar e retirar cinco reais.

Aluno: Entéo precisa fazer tudo de novo?

Professora: 1Isso mesmo.

Ao observar os relatos escritos dos grupos ap0s estes questionamentos e
discussbes orais, percebeu-se, ainda, que alguns alunos demonstraram estar

vinculados ao valor da questao “a”, ou seja, a quantidade sete.

{Semﬁﬁm%“ﬁmw AR © UETI0- QUL QUM
,.-u}.WC@“5 AL w arfaps obouica do 5

Apo6s melhor compreender a segunda questdo, a maioria das equipes

conseguiu definir qual a melhor opcéo dependendo do valor inicial:
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Por meio da andlise de seus relatos escritos, pode-se concluir também que
os alunos perceberam que quando a quantidade de dinheiro no cofrinho fosse cinco

reais, qualquer uma das duas opc¢des resulta no mesmo valor.

Q: Q@m\’jw MMW%WW
W%@&@KB lgﬁg SeeTS0S o n\wg

“* ”

Ja analisando as respostas dos alunos para a questao “c”, verificou-se que
eles puderam perceber que a quantidade a ser retirada € sempre o valor de

referéncia para a escolha da melhor opcéo.

Uma das equipes, durante a socializacdo de resultados®, usou uma
expresséo bem interessante:
Aluno: A gente percebeu que na letra “a” o valor limite era sete.
Professora: O que significa para vocés “valor limite”?
Aluno: Significa o valor que vai ser retirado, pois sempre quando € ele, qualquer
uma das opgdes da o mesmo resultado. Por exemplo, na letra “b”, o valor limite é

cinco.

®}Momento em que, ao final das investigagbes, os grupos tinham a oportunidade de expor suas
conjecturas e resolucgdes.
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Professora: E vocés conseguiram responder a pergunta “c”?
Aluno: A gente colocou que o valor limite € o que tira, pois abaixo dele a primeira
opcéao € melhor e acima dele a segunda opcéao € melhor e quando o valor for igual a

ele, tanto faz.

A questao “c” € um convite a generalizacédo. Para Portugal (2008) quando os
alunos “fazem e explicam generalizacfes que aparentam ser sempre validas em
determinadas situagbées”, como neste caso, expressam o Pensamento Algébrico.
Para Kieran (2004) e Fiorentini, Miorim e Miguel(1993), essas relacdes e
generalizacBes também sdo consideradas caracteristicas do Pensamento Algébrico.
Segundo as caracteristicas do pensamento algébrico por Lins e Gimenez (2005), as
questao “a@” e “b” envolvem o pensar aritmeticamente, pois lidam com os numeros
ainda relacionados a situacado apresentada; ja a questao “c” marca a transicao para
0 pensar internamente, pois a generalizagdo conduz a um olhar para as operagdes
em si e, assim, pode-se afirmar que até leva ao pensar analiticamente, sem 0 uso
dos simbolos formais, mas, de certa forma, operando com numeros desconhecidos

como se fossem conhecidos.
5 CONSIDERACOES FINAIS:

Todo professor deve ser também um pesquisador, porém a rotina escolar
nao permite que se faca um estudo aprofundado sobre os diversos assuntos da
Matematica. Este Programa de Desenvolvimento Educacional (PDE) proporcionou
um tempo de maior dedicagao aos estudos e pesquisas sobre os temas escolhidos:
Pensamento Algébrico e Investigagdo Matematica, além de formac&do em outras
areas do conhecimento Matematico. Essa experiéncia de estudo e contato com a

pesquisa académica foi bastante proveitosa e exigiu dedicacéo e esforco.



24

No entanto, ndo podemos esquecer que o principal objetivo € formar o
professor para que possa contribuir para uma educacdo de qualidade. Com este
intuito, foi elaborado um projeto e um material didatico a ser implementado na escola
de atuacao do professor.

A turma de quinta série escolhida foi bem participativa. Todos os alunos
queriam expor suas formas de resolucao e foi facil perceber que ficavam felizes com
as suas descobertas. Nesta perspectiva, quando o professor sai da “zona de
conforto” proporcionada pelo ensino mais tradicional, muda os padrées de
comunicacdo em sala de aula e propicia uma maior autonomia ao aluno gerando
certo grau de instabilidade. Essa mudanca da dinamica usual das aulas afetou n&o
somente o papel desempenhado pela professora, mas também o papel do aluno.
Muitas vezes alguns diziam: “professora, passe alguns exercicios do livro”, ou entdo
quando eram indagados sobre a atividade diziam: “professora, por que vocé nao
explica como faz?”. Para eles, acostumados a seguir uma “receita” ou um “exemplo
resolvido”, ter que encontrar suas proprias formas de resolucéo, impeliu-os a sair de
sua “zona de conforto”. Isto pode ser verificado, especialmente, nas primeiras
tarefas investigativas realizadas.

Como a turma era bastante agitada, a formagdo dos grupos ou duplas
demandava bastante tempo, o que atrasava o inicio das investigacdes. Também o
grande numero de alunos dificultava o atendimento a todos os grupos. Um outro
problema foi o tempo reduzido das aulas, pois era necessario as vezes apressar ou
interromper o trabalho.

Durante a socializacdo de resultados, realizada em cada investigacao, cada
grupo apresentava suas resolucfes e os demais grupos opinavam e demonstravam
sua maneira de compreender e resolver cada atividade.

Houve um pouco de dificuldade em confeccionar os relatérios escritos ao
final de cada tarefa, pois os alunos nunca haviam feito isso antes e ndo sabiam
expressar por escrito como haviam desenvolvido seu raciocinio. O préprio trabalho
em equipe foi um grande aprendizado para eles, pois perceberam que precisavam

superar as diferencas para chegar a um consenso.
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Havia também a dificuldade de compreender as atividades:
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Apesar disso, muitos gostaram dessa nova forma de compreender a
matematica.
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Em geral, os objetivos propostos pelo projeto foram atingidos e, durante a
realizacdo das atividades, percebeu-se a presenca das principais caracteristicas do
Pensamento Algébrico. Pelo exposto, tudo indica que podemos iniciar o trabalho
com a algebra antes do periodo descrito nos curriculos e preparar nossos alunos
para a posterior apropriacdo da linguagem algébrica formal que é importante, mas
nao o suficiente para compreendé-la.

A Investigacdo Matematica apresentou-se como uma estratégia eficiente
para a aprendizagem efetiva dos contetdos. Porém, é necessario que este método
seja mais utilizado para que alunos e professores mudem sua forma de perceber e

trabalhar com a Matematica.
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