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PDE - Programa de Desenvolvimento Educacional
A SENOIDE E OS SONS MUSICAIS
Sueli da Silva Rossi

RESUMO: Este material inicia comparando-se 0 movimento de um peso suspenso
por uma mola ao movimento de um ponto P percorrendo uma circunferéncia. Desse
modo obtém-se a funcdo seno. Posteriormente é feita uma comparagcdo com a corda
vibrante. Ao final, sdo propostas algumas atividades a fim de proporcionar um
entendimento sobre as relacdes existentes entre 0s sons musicais e a fungéo seno.

l. INTRODUCAO

Até o século XV, a Musica era considerada uma ciéncia Matemética, que
juntamente com a Aritmética, Geometria e a Astronomia compunham o Quadrivium.

A relagdo entre a Matematica e a Musica é bastante antiga, mas se evidencia
cientificamente com os experimentos de Pitagoras (séc VI a.C.), que conseguiu
organizar 0s sons em uma escala musical por meio de seus experimentos com um
monocordio, partindo das divises de uma corda.

Outros mateméticos também realizaram suas pesquisas, estabelecendo uma
série de relacdes entre estas duas ciéncias, por exemplo: Arquitas de Tarento que
foi o primeiro a caracterizar o fenbmeno sonoro como resultado de pulsacdes de ar,
que produziam sons mais agudos a medida que se tornavam mais rapidas,
prenunciando a relagéo de frequéncia com altura musical, formalizada em 1638 por
Galileu; Mersenne, deduziu a férmula que expressa a frequéncia de vibracdo da
corda em fungéo de seu comprimento, densidade linear e sua tensao; B. Taylor foi o
primeiro a calcular o periodo fundamental de uma corda vibrante; Johan Bernoulli
gue estabeleceu a primeira analise de configuracdo de uma pequena deformacédo da
corda vibrante com um peso. Dentre outros, também destacamos a descoberta do
matematico francés Jean Batiste Fourier, que provou que uma onda qualquer é
formada pela somatdria de varias outras de formato senoidal.

Para compreendermos as relacdes entre as cordas vibrantes e a fungao seno,

iniciaremos 0 nosso estudo com o experimento do matematico Robert Hooke.
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ll. O MOVIMENTO DE UM PESO SUSPENSO A UMA MOLA E A SENOIDE

Robert Hooke (1635 — 1703), professor de Matematica no Gresham College,
estava bastante interessado em construir um relégio e acreditava que a natureza do
mecanismo consistiria em molas. Enquanto estudava este movimento da mola, ele
descobriu a lei basica que conhecemos hoje como Lei de Hooke.

Em um de seus experimentos ele prendeu uma mola em uma superficie fixa,
e um peso na outra na extremidade. Com a acdo da gravidade, o peso tende a ir
para baixo, a mola se estica até que sua tensdo compense a for¢ca da gravidade.
Este peso retornara para a posicdo de repouso até chegar a uma posi¢cdo mais
elevada, e depois descerd, repetindo este movimento varias vezes. Se nao
houvesse a resisténcia do ar, o peso continuaria se movendo indefinidamente para

cima e para baixo.

RS V-S> G

Fig. 01. Peso atado a uma mola

Para analisarmos matematicamente este movimento, desenhamos um eixo y
junto & mola, e supomos que y = 0 corresponda a posi¢cao de repouso.

Quando o peso esta acima ou abaixo da posicdo de repouso, dizemos que
houve um deslocamento, que consideramos positivo quando o movimento realizado
for para cima e negativo quando for para baixo.

O objetivo é buscarmos um novo tipo de férmula que explique o movimento
do peso. Entdo, suponhamos que um ponto P se mova em torno de uma

circunferéncia de raio unitario a uma velocidade constante. Chamemos algumas de
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suas posicoes de Pi, P2, Ps,... Na representacédo poderemos colocar um ponto Q na
reta vertical que passa pelo centro O, tal que Q esteja sempre na mesma altura que
P acima ou abaixo da horizontal que passa por O. Ao ponto Q denominamos
projecéo de P sobre a reta vertical. Assim, a posicdo P, de P corresponde a Qi; P2
corresponde a Q; e assim sucessivamente.

3

¥

Fig. 02. Movimento de um Ponto P

Digamos que P, partindo do ponto (1,0) em sentido anti-horéario, dé uma volta
ao redor da circunferéncia. Ao observarmos o movimento deste ponto e sua
projecao, notamos que a ordenada de P se move até alcancar a sua posicdo mais
elevada, volta para o ponto 0, passa ponto minimo e retorna ao ponto 0. E um

movimento semelhante ao movimento da mola.

F Y

¥

ol ________: P1 0w

0 (Lo x

Fig. 03. Movimento de P,

A SENOIDE E OS SONS MUSICAIS - Sueli da Silva Rossi
PDE — Programa de Desenvolvimento Educacional



Introduzindo os eixos de coordenadas

Se P parte do eixo x e alcancga, por exemplo, a posicédo P1, entdo a posicao de
P pode ser dada pelo angulo a. A altura de Q acima do eixo X € a mesma que 0

valor y de P. Assim,

Sena = % , portanto

y = Ssenc

A posicao do ponto Q sera dada pela funcdo: Y =S€Na . Quando o é um

angulo agudo, sen a tem o seu significado antigo: € a razdo entre o lado oposto e a

hipotenusa do triangulo retangulo.

//-"'f--f b i, _[\'—-ﬂ\f’]
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\ /
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Fig. 04. A Fungéo Seno

Porém, quando o angulo ultrapassa 90°, a equacdo Y =SENa representa a
funcdoreal y:R—>NR, y=sena.

Para explicarmos este fenbmeno, faz-se necessario o uso de uma variavel
continua, pois este fenbmeno depende do tempo. Assim, teremos que usar uma

nova unidade, o radiano. Radiano é um angulo central cujo arco que lhe

corresponde possui um comprimento igual ao raio da circunferéncia.
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Fig. 05. Seno Radiano

S = comprimento do arco
R = raio da circunferéncia
1rd=z=57,3°

lIl. FUNCAO SENO RADIANO

Dado um numero x € R, efetua-se sobre a circunferéncia, a partir de A =
(1,0) um percurso de comprimento |x| (no sentido horério, se x < 0 e no sentido anti-

horario se x >0). Seja P o ponto de chegada, temos:

sen™x =ordenada de P

P ﬁ:_ﬁ:‘

Fig. 06. Sendide
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A funcdo y=sena tem um valor maximo de y = 1 e um valor minimo y = -1.

Ao valor do deslocamento maximo da posicdo de repouso, damos o nome de
Amplitude da funcéo.
Para tanto, significa que se tivéssemos uma funcdo determinada por

y =2.sena, diriamos que sua amplitude seria 2. Assim, para qualquer valor de o, a

funcdo y=2.sena, representa 2 vezes o seno de a, que se evidencia pela funcao:

y = Asena
A = amplitude.
v = Izenix)
2
L ——
f) .
A=2 i \..
# b
ol/ 3
- 4 X _r!'
S 0,5% 1.5% An
'.\‘-
\ ¥
\ i
=2 g ,-’/

Fig. 07. Representacéo grafica de y = 2.sen(x)

Antes de utilizarmos a funcdo seno para representarmos o movimento de um
peso atado a uma mola, deveremos eliminar uma outra dificuldade, pois a funcéo
que buscamos devera representar uma relacdo entre o deslocamento e o tempo.
Os valores de nossas fungdes, y = sena ou y = 2.sena representam o deslocamento
de um ponto Q que se move para cima e para baixo sobre uma reta, mas a variavel
independente é um angulo.

Suponhamos que um ponto P gaste 1s para dar uma volta completa em uma

circunferéncia:
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Fig. 08. Movimento de P

A) O ponto P executa 1 revolugao por segundo

1s — percorrera 2n radianos

t s — percorrerd x radianos

X=2nt

Portanto, o valor de x em t segundos seré 2n t.
Assim, a funcdo y = sen x sera representada por:y = sen2 n t

Graficamente teremos:
d .
1 ]

0.5

0] 02 0.4

Fig. 09. Representacgdo graficade y= sen2nt
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Enquanto o tempo (t) varia de 0 a 1 segundo, o angulo o varia de 0 a 2z, ou
seja, o ponto P completou um ciclo em um segundo, ou 1 ciclo por segundo. A este

namero de ciclos que um corpo apresenta no espaco de um segundo, chamamos de
freqléncia, no qual 1 ciclo por segundo é igual a 1 hz (hertz).
O tempo gasto pelo ponto P para completar um ciclo denomina-se periodo, e

€ medido geralmente, em segundos. Nesse caso, o periodo € de 1 segundo.

B) O ponto P executa 2 revolugdes por segundo

1s — percorrera 2. 2z radianos

t s — percorrera x radianos
X=22nt

Portanto, o valor de x em t segundos seré 4n t.

Assim, a fungéo y = sen x sera representada por:

y=sen4dnt
d.
1.
05
0 02 0.4 06
051
.1-

Fig. 10. Representacgédo graficade y= sen4 nt

Ou

y=sen4nt

y =sen 2rn .2t
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Neste caso, y passou por dois ciclos completos em um segundo, portanto, a
freqUuéncia é de dois ciclos por segundo (2 hz), “completando” o processo em uma

volta, e o seu periodo equivale & metade, ou seja, 0,5 s.

2 ciclos completosem — 1s

1 ciclo 0,5s

»
»

C) P executa 3 revolugdes por segundo. Analogamente teremos:

1s — percorrera 3. 2x radianos

t s — percorrera x radianos
x=3.2nt

Portanto, o valor de x em t segundos sera 6n t.Assim, a fungdo y = sen x sera
representada por: y= sen6nt

d

iy

051

Fig. 11. Representacgdo gréficade y= sen6nt

y = sen.6n.t

y =sen.2n.3.t
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Foram completados 3 ciclos em 1 segundo, portanto, a freqiiéncia foi de 3 hz,

e o periodo equivalente a 1/3 de segundo, ou 0,3333... s.

Concluimos que se um ponto P percorrer uma circunferéncia f vezes em um

segundo, teremos que a funcdo y = sen x podera ser representa por:
y=sen2z.ft — frevolugbes em1s

Para aumentarmos a amplitude desta fungéo, basta aumentarmos o fator A,

assim teremos:
y = A.sen 2n.f.t

A = amplitude (raio do ciclo)
f = numero de revolugdes por segundo (frequéncia)

t = tempo.
Genericamente, a fungdo seno é definida como:
y=A.senB(x+C)+D

A = amplitude (raio do ciclo)

. . n 2
B = relaciona-se com o periodo da funcéo : P :l—

B
C =translacao horizontal
D = translacéo vertical.
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Exemplificando,

e y=Sen2rt-1

2

Fig. 12. Representacéo grafica da funcidoy = sen2z.t —1

Amplitude =1

Periodo=1s

Frequéncia =1 hz

Translacdo horizontal = 0 (ndo houve)

Translacao vertical = -1

14
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0 02 04 0B 0B 1 12 14 16 18

Fig. 13. Representa¢éo gréfica da funcdo y = 2.sen(67r.t + Zj +3

Amplitude = 2
Periodo =1/3 s

Frequéncia = 3 hz

Translacdo horizontal = -* (ou deslocamento de * para a esquerda
G 5 5 p q

Translacéo vertical = 3

Quando observamos este mesmo tipo de movimento oscilatério (peso atado a
uma mola) em um corpo deformével, como uma corda, verificamos a producédo de
som.

Mas, como o som € produzido?
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V. O SOM

Poderiamos definir som como sendo o resultado de oscilagdes muito rapidas
gue ocorrem na natureza. Desta forma, as notas musicais poderiam se definir como
sendo variacdes da frequéncia dessas oscilacoes.

Se quisermos ouvir o som de uma corda, deveremos pinca-la e esta saira de

sua posicao de equilibrio realizando movimentos vibratorios, em um certo espaco de
tempo.

e SN
S

Fig. 14. Oscilagédo

Este movimento vibratério é analogo ao da mola anteriormente estudado.

Deslocamento Periodo

LA

Amplitude

Fig. 15. Amplitude, Freqiiéncia e Periodo

- A amplitude da onda equivale a propriedade do som de ser forte ou fraco, ou seja,
a Intensidade.

- A frequéncia equivale a altura da nota. Sendo assim, se executdssemos 261
pulsos em um segundo obteriamos a nota D6.
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- O periodo € o tempo compreendido entre estados iguais de vibracao.

PitAgoras realizou varios experimentos com um monocérdio. Nesta
experiéncia ele dividiu uma corda ao meio, e verificou que esta corda tinha o dobro
de vibragles, ou seja, considerando que a corda inteira vibrava 15 pulsos, metade

da corda vibrou 30, e o periodo da funcao reduziu a metade.

Fig. 16. Vibrag&o da corda pressionada na metade

Representando por meio de um gréfico, teremos:

e Yy,=sen30r.t — Yy, =sen2x.15¢t

15 ciclos

Fig. 17. Representacgéo gréfica de y = sen 30m.t

Amplitude =1
Periodo = 1/15 segundos (0,0666 s)

Frequiéncia = 15 hz
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e Y,=5en60x.t - Y,=sen2rz.2.151

=1 i VY

30 cictos

Fig. 18. Representacdo gréfica de y = sen 60n.t

Amplitude =1
Periodo = 1/30 segundos (0,033 s)
Frequéncia = 30 hz

Portanto, y, tem o dobro das vibracbes de y;. O som obtido (y2) soa uma
oitava acima.
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V. SUGESTOES DE ATIVIDADES

1. Ciclo Trigonométrico e o Movimento Oscilatorio

Conteuado: Funcéo Seno.
Objetivo: Definir a Funcao Seno, como o valor da ordenada do ponto P.
Recursos: Papel milimetrado ou malha;

Régua, compasso, transferidor.

a) Construa o circulo trigonométrico no eixo de coordenadas (use papel

milimetrado ou malha);

b) Marque as coordenadas dos pontos de intersecgéo entre a circunferéncia e os

eixos coordenados;

c) A partir da coordenada (1,0) construa um angulo de 60° marque as
coordenadas deste ponto;

d) Pela definicdo de seno do angulo agudo, calcule o valor do seno;

e) Construa outros angulos agudos e complete a tabela:

A SENOIDE E OS SONS MUSICAIS - Sueli da Silva Rossi
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R Coordenadas do Ponto cat.op.

Angulo sena = —— sen a
60°
45°
(0

f) Compare os valores obtidos na coluna sen a com as coordenadas do ponto.

g) Como ficam os valores do seno caso o ponto P percorra na circunferéncia

angulos maiores que 90°?

Angulo

Quadrante

Coordenadas do Ponto

(x.y)

sen a

120°

210°

330°

740°

h) Analise a tabela e escreva o que observou.
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Ciclo Trigonométrico e o Movimento Oscilatério — Seno Radiano
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Conteudo

Objetivo

Recursos

Funcdo Seno Radiano.

Compreender o conceito de Funcdo Seno Radiano.

Papel milimetrado ou malha;
Barbante, linha ou similar.

a) Construa o circulo trigonométrico no eixo de coordenadas (use papel

milimetrado ou malha);

b) Marque o angulo de 1 radiano. (Use um barbante, linha ou similar);

c) Anote as coordenadas deste ponto;

d) Pela definicdo de seno do angulo agudo, calcule o valor do seno;

e) Construa outros angulos e complete a tabela:

R Coordenadas do Ponto cat.op.
Angulo sena = — sen o
1rd
2rd
(0
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3. Trajetériade um ponto P sobre uma Circunferéncia

Conteudo Funcdo Seno - Representacdo Grafica.

Objetivo Compreender que o movimento de um ponto ao redor de uma
circunferéncia, segundo a sua ordenada, descreve uma
senodide.

Recursos Régua, compasso.

e Pode ser utilizado o software Cabri Geometric,
Geogebra, ou similar.

Construa o grafico da funcdo que descreve a trajetéria de um ponto P sobre uma

circunferéncia, segundo a sua projecao no eixoy.

L
-
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4. Identificando Periodo, Frequéncia e Amplitude em uma Representacao

Gréfica
Conteudo Periodo, Frequéncia, Amplitude.
Objetivo Identificar o periodo, freqiiéncia e amplitude;
Reconhecer o deslocamento da ordenada e da abscissa.
Recursos Régua, compasso
e Pode ser utilizado um software de construcdo de
graficos, por exemplo: maple, winplot, e outros.

Construa os gréficos abaixo e dé o periodo, a frequiéncia e a amplitude:

a) y=sen2nt

b) y=3.sen2nt

c) y=5sen10nt+2

d y=2-3.sen(8nt+n/2)
e) y=0,03 sen 440 r.t
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