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FUNCOES TRIGONOMETRICAS E OS SONS MUSICAIS

Sueli da Silva Rossi
Orientacéo: Luciana Gastaldi Sardinha Souza

RESUMO: Este artigo se inicia com um breve histérico sobre a necessidade de se
criar um reldgio preciso. Em seguida, estuda o movimento harmdnico simples com o
objetivo de entender a comparacdo entre 0 movimento de um peso suspenso por
uma mola e o movimento de um ponto P percorrendo uma circunferéncia, para que
desse modo obtenha-se a fungédo seno. Posteriormente é feita uma comparagéo com
a corda vibrante, buscando proporcionar um entendimento sobre as relagbes
existentes entre 0s sons musicais e as func¢des trigpnométricas.

Palavras-chave: Funcbes Trigonométricas, Matematica, Musica, Pitagoras, Som.

ABSTRACT: This article begins with a brief history about the need to create a
precise clock. It then studies the simple harmonic motion in order to understand the
comparison between the movement of a weight suspended by a spring and the
movement of a point P traversing a circle, so to get to the sine function. Later a
comparison is made with vibrant string, trying to provide an understanding of the
relationships between the musical sounds and trigonometric functions.

Keywords: Trigonometric functions, Mathematics, Music, Pythagoras, Sound.

l. INTRODUCAO

Até o século XV, a Musica era considerada uma ciéncia Matematica, que
juntamente com a Aritmética, Geometria e a Astronomia compunham o Quadrivium.

A relagéo entre a Matemética e a Mdsica é bastante antiga, mas se evidencia
cientificamente com os experimentos de Pitagoras (séc VI a.C.), que conseguiu
organizar 0s sons em uma escala musical por meio de seus experimentos com um
monocordio, partindo das divisées de uma corda.

Posteriormente, outros matematicos também realizaram suas pesquisas,
estabelecendo uma série de relagbes entre estas duas ciéncias, por exemplo:
Arquitas de Tarento, foi o primeiro a caracterizar o fendmeno sonoro como resultado
de pulsacdes de ar que produziam sons mais agudos a medida que se tornavam
mais rapidas, prenunciando a relagéo de frequéncia com altura musical, formalizada
em 1638 por Galileu; Mersenne deduziu a férmula que expressa a frequéncia de

vibragdo da corda em funcdo de seu comprimento, densidade linear e sua tensao;



Brook Taylor foi o primeiro a calcular o periodo fundamental de uma corda vibrante;
Johan Bernoulli, que estabeleceu a primeira andlise de configuracdo de uma
pequena deformagdo da corda vibrante com um peso. Dentre outros, também
destacamos a descoberta do matematico francés Jean Baptiste Fourier, que provou
que uma onda qualquer é formada pela somatéria de varias outras de formato
senoidal.

Para compreendermos um pouco estas relagdes, este trabalho se apresenta
no seguinte formato: no item Il h4 um pequeno histérico sobre a medida do tempo e
a necessidade da construgdo de um reldgio preciso. No item Il ha o detalhamento
do movimento de um peso atado a uma mola, e a Lei de Hooke. No item IV
compara-se 0 movimento anterior ao de um ponto P percorrendo uma circunferéncia,
obtendo-se desse modo, a funcdo seno. No item V explica-se a funcao seno radiano
e 0s conceitos de amplitude, frequéncia e periodo, que posteriormente s&o
relacionados com o som, no item VI altura musical com frequéncia, intensidade

musical com amplitude.

Il. ABUSCA DA MEDIDA DO TEMPO

Durante o século XVII, periodo das grandes navegacdes, a maior
preocupacao era a medida do tempo, e para resolver esse problema, a solucdo
encontrada foi construir um relégio confidvel e preciso, pois até entdo, ndo existia um
reldgio deste tipo.

A idéia do relogio surgiu desde o inicio da humanidade. Com a constante
procura por divisbes de tempo mais &geis, a medicdo do tempo passou a ter
importdncia no controle das tarefas e competicbes. O primeiro relégio foi uma
simples vara fincada no chéo, cuja sombra se deslocava ao comando do sol, ndo
marcando as horas, apenas dividindo o dia, por volta do ano 600 a.C., na Judéia.
Era extremamente impreciso, e também ndo funcionava durante a noite ou em dias
nublados.

Com a necessidade de medidas mais seguras, surgiram a clepsidra (rel6gio
de 4gua) e a ampulheta (a base de areia) que tinham o mesmo principio: intervalos

constantes para escoar uma substancia de um local para outro, através de um
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orificio. O maior problema do rel6gio de 4gua ocorria quando fazia muito frio e a

agua ficava congelada.

horas noturnas  fnastrador
fem branco)

groman

sombra
mostrando
4 da tarde
_ Fig. 01 - Clepsidra Fig. 02 — Relégio de Sol
fonte: _ http/iwww.cepa.if.usp.brie- ¢, hte- http://www.ucs.br/ccet/defg/naeg/material
fisica/mecanica/curioso/capO3/cap3framebai jjgatico/textos _interativos 21.htm - Acesso em
X0.php - Acesso em 23/11/2008 23/11/2008

A divisdo do dia em horas s6 ocorreu quando Galileu Galilei definiu as regras
do movimento pendular e sua regularidade, idéia que foi aproveitada pelo holandés
Christian Huygens para fabricar o primeiro relégio de péndulo. A aplicagdo do
péndulo nos reldgios fez reduzir o erro diario de 15 minutos para cerca de 10
segundos.

Por longos séculos, medir o tempo com precisao foi um desafio. E quando os
péndulos pareciam ter resolvido o problema, novos desafios surgiram.
Considerando entdo uma época de navegacao imprecisa, como medir o tempo a
bordo dos navios, onde o movimento pendular era comprometido com o balanco dos
navios?

Filipe 11l da Espanha e Filipe Il de Portugal, assim como Luis XIV, da Franga,
ofereceram verdadeiras fortunas a quem apresentasse uma férmula de medir o
tempo com exatiddo a bordo dos navios. Com o relégio, poderiam também saber,
com exatiddo, a longitude de um barco em alto mar. Por exemplo, suponhamos que
se conheca a longitude de uma determinada localidade da Terra e que um barco
leve a bordo um reldgio que marca as horas desta localidade. Como a Terra gira
360° em um dia, em uma hora gira 15°. Dai, a cada 15° que um barco se desloca a
oeste de uma localidade, o relégio estara marcando uma hora a mais do que a hora
daquela nova localidade. Se o piloto do barco observa, por meio da posi¢céo do sol, o

momento em que ocorre o0 meio-dia (quando o sol estiver em cima de sua cabecga), e
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se, em tal momento, o relégio marca 3 horas, quando deveria marcar 12 horas,
sabera neste instante que a longitude de sua posicéo € 3 vezes 15°, ou seja, 45° a
oeste da localidade de origem.
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Fig. 03 - Mapa Mundi
Fonte:http://www.tourhouse.com.br/new/images/mapamundi.qgif — Acesso em 24/11/2008

Entdo, para construir o relégio preciso, a idéia que surgiu foi a de buscar
algum fenémeno fisico que se repetisse regularmente. Os fendmenos escolhidos
foram o de um peso atado a uma mola e o de um péndulo, visto que, desprezando-
se a resisténcia do ar, estes movimentos permaneceriam periédicos’.

O péndulo foi descartado porque n&o funcionava adequadamente com o
balanco dos navios.

lIl. O MOVIMENTO DE UM PESO SUSPENSO A UMA MOLA E A SENOIDE

Um dos movimentos oscilatérios mais simples de se entender, é o Movimento
Harménico Simples (M. H. S). Muitos comportamentos oscilatérios surgem a partir
da existéncia de forcas restauradoras, basicamente do tipo elésticas, que tendem a
manter os sistemas em certos estados ou posicdes, obedecendo assim, a Lei de
Hooke.

! Chamamos de movimento periédico a todo movimento que se repete em intervalos iguais.
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Robert Hooke (1635 — 1703), professor de Matemética no Gresham College,
estava bastante interessado em construir um reldgio e acreditava que a natureza do
mecanismo consistiria em molas. Enquanto estudava este movimento da mola, ele
descobriu que ha uma proporcionalidade direta entre a intensidade da for¢a que atua
num corpo e a deformacgao que ela provoca.

Para exemplificar, partiremos de um sistema massa-mola, que consiste de
uma massa de valor m, presa por uma das extremidades de uma certa mola de fator
de restauracao k, cuja outra extremidade esta ligada a um ponto fixo e um ponto de
equilibrio, que chamaremos de ponto O.

Deste modo, toda vez que tentarmos tirar 0 nosso sistema do ponto de
equilibrio 0, surgira uma forca que tentara trazé-lo de volta a situacao inicial. Assim,
ao empurrarmos o bloco para cima da posicdo 0, uma forca de sentido contrério e
proporcional ao deslocamento y surgira tentando manter o bloco na posicao de

equilibrio 0.

Fig. 04 — Sistema Massa-Mola - Lei de Hooke

A intensidade da forca elastica (F) € proporcional a deformacgéo (x), que

pode ser traduzida pela expressao:
F =—kx
O sinal negativo significa que o vetor forca eléstica (F) atua no sentido contrario ao
vetor deformagéao (x).
F (x) = - kx

Passando o segundo termo para o primeiro membro temos:
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F(xX)+kx=0
Aplicando a 12. Lei de Newton, sabemos que F(X) = ma(x):
ma(x) + kx =0

Podemos perceber também que x = x(t), pois a posi¢cdo de x varia de acordo

com o tempo enquanto 0 nosso sistema oscila, ficando a nossa equagéo:
ma(x(t)) + kx(t) =0

como

d2x(t)

a(x(t)) = R

temos que

m(d ?x(t))

d?t

+kx(t)=0

Esta € uma Equacdo Diferencial de segunda ordem, cuja solucdo é

encontrada, em termos da sua equacao caracteristica, substituindo-se:
X"(t),x'(t) e x(t) por 2>, 2 e A°=1, respectivamente.
A solucéo representa a fungéo de movimento de nosso sistema massa-mola.

m.x"(t) + K.x(t) =0

mA*+k=0 , logo
12:__k
m

temos duas raizes complexas
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A== EI
Ay = %i
cuja solucéo geral é x(t) = Ae® ™" + Bl "
Utilizando as relagdes de Euler
e™ =cosht + isenbt e ™ =cosbt - isenbt

temos

X(t) = A.e[mt + B.e[ )

0= o0 E o v 5]
o= ncnf [EY - el [E} - cof [E} )
x(t) =(A+B). co{\/%]t + (A= B).sen(\/%]t

(A+B)=C
i.(A—B)=D'’

x(t):C.cos(\/E]t + D.sen(\/E]t
m m

. . [k
Considerando a constante (velocidade angular) o =,/]— (ver anexo 1), a
m

equacao do movimento fica:

X(t)=C.coswt + D.senwt H
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IV. O MOVIMENTO OSCILATORIO E O CIRCULO TRIGONOMETRICO

Suponhamos que um ponto P se mova em torno de uma circunferéncia de
raio unitario a uma velocidade constante. Chamemos algumas de suas posi¢cdes de
P1, P2, Ps,... Na representacédo poderemos colocar um ponto Q na reta vertical que
passa pelo centro O, tal que Q esteja sempre na mesma altura que P acima ou
abaixo da horizontal que passa por O. Ao ponto Q denominamos projecao de P
sobre a reta vertical. Assim, a posi¢cédo P; de P corresponde a Qi; P, corresponde a

Q2 e assim sucessivamente.

P3

P4

Fig. 05. Movimento de um Ponto P

Digamos que P, partindo do ponto (1,0) em sentido anti-horario, dé uma volta
ao redor da circunferéncia. Ao observarmos o movimento deste ponto e sua
projecdo, notamos que a ordenada de P se move até alcancar a sua posicdo mais
elevada, volta para o ponto 0, passa ponto minimo e retorna ao ponto 0. E um

movimento semelhante ao movimento da mola.

E
¥

Fig. 06. Movimento de P,
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Introduzindo os eixos de coordenadas

Se P parte do eixo x e alcancga, por exemplo, a posi¢ao P, entdo a posicao de
P pode ser dada pelo angulo a. A altura de Q acima do eixo x é a mesma que 0

valor y de P. Assim,

Sena = % , portanto

y = Sena

A posicao do ponto Q sera dada pela fungdo: Y =S€Na . Quando o é um

angulo agudo, sen a tem o seu significado antigo: é a razdo entre o lado oposto e a

hipotenusa do triangulo retangulo.

-
o R TS, s vl
/ .
// ,_r" \_‘.
J b
{ / \
/
/ /oo sen oL
rd
1
| O II =
i Cos L /
\ /
\ y
\ /
i
" __.-“'
. -
e . e

Fig. 07. A Fungéo Seno

Porém, quando o angulo ultrapassa 90°, a equacdo Y =SENa representa a

funcdoreal y:R—>NR, y=sena.

Para explicarmos este fenbmeno, faz-se necessario o uso de uma variavel

continua, pois este fenbmeno depende do tempo. Assim, teremos que usar uma
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10

nova unidade, o radiano. Radiano é um angulo central cujo arco que lhe

corresponde possui um comprimento igual ao raio da circunferéncia.

Fig. 08. Seno Radiano

S = comprimento do arco
R = raio da circunferéncia
1rd=z=57,3°

V. FUNCAO SENO RADIANO

Dado um numero x € R, efetua-se sobre a circunferéncia, a partir de A =
(1,0) um percurso de comprimento |x| (no sentido horario, se x < 0 e no sentido anti-
horario se x >0). Seja P o ponto de chegada, temos:

rad

sen®x=ordenada de P

P ﬁ:_ﬁ:‘

Fig. 09. Sendide
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A funcdo y=sena tem um valor maximo de y = 1 e um valor minimo y = -1.

Ao valor do deslocamento maximo da posicdo de repouso, damos o nome de
Amplitude da funcéo.
Para tanto, significa que se tivéssemos uma funcdo determinada por

y =2.sena, diriamos que sua amplitude seria 2. Assim, para qualquer valor de o, a

funcdo y=2.sena, representa 2 vezes o seno de a, que se evidencia pela fungao:

y = Asena
A = amplitude.
v = Izenix)
2
A=2 i \..
/ x
ol/ \
; : e : f’
S 0,5% 1.5 An
N
\
/
\ Fy
=2 N

Fig. 10. Representacéo grafica de y = 2.sen(x)

Antes de utilizarmos a fungéo seno para representar o movimento de um peso
atado a uma mola, deveremos eliminar uma outra dificuldade, pois a funcéo que
buscamos devera representar uma relacao entre o deslocamento e o tempo. Os
valores de nossas fungdes, y = sena ou y = 2.sena representam o deslocamento de
um ponto Q que se move para cima e para baixo sobre uma reta, mas a variavel
independente é um angulo.

Suponhamos que um ponto P gaste 1s para dar uma volta completa em uma

circunferéncia:
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Fig. 11. Movimento de P

A) O ponto P executa 1 revolugéo por segundo

1s — percorrera 2n radianos

t s — percorrera x radianos

X=2nt

Portanto, o valor de x em t segundos sera 2n t.
Assim, a fungdo y = sen x seré representada por:y = sen 2 nt t

Graficamente teremos:

d .

Fig. 12. Representacdo graficade y= sen2 nt
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Enquanto o tempo (t) varia de 0 a 1 segundo, o angulo o varia de 0 a 2z, ou
seja, o ponto P completou um ciclo em um segundo, ou 1 ciclo por segundo (1/s =
1s™). A este nimero de ciclos que um corpo apresenta no espaco de um segundo,
chamamos de freqiiéncia, no qual 1 ciclo por segundo (1s™) é igual a 1 hz (hertz).

O tempo gasto pelo ponto P para completar um ciclo denomina-se periodo, e
€ medido geralmente, em segundos. Nesse caso, o periodo é de 1 segundo.

B) O ponto P executa 2 revolugdes por segundo

1s — percorrera 2. 2r radianos
t s — percorrera x radianos
X=22nt
Portanto, o valor de x em t segundos sera 4n t.

Assim, a funcdo y = sen x seré representada por:

y=sen4dnt
d .
1.
051
0 02 0.4 06
05
.1-

Fig. 13. Representacgédo graficade y= sen4 nt

Ou

y=sen4nt

y =sen 2rn .2t
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Neste caso, y passou por dois ciclos completos em um segundo, portanto, a
frequéncia é de dois ciclos por segundo (2 hz), “completando” o processo em uma

volta, e o seu periodo equivale a metade, ou seja, 0,5 s.

2 ciclos completosem — 1s

1 ciclo > 0,5s

C) P executa 3 revolugdes por segundo. Analogamente teremos:

1s — percorrera 3. 2xn radianos

t s — percorrera x radianos

x=3.2nt
Portanto, o valor de x em t segundos serd 6z t. Assim, a funcdo y = sen x sera
representada por: y= sen6rt

Ij. -

Fig. 14. Representacgdo graficade y= sen6nt

y = sen.6n.t

y =sen.2n.3.t
Foram completados 3 ciclos em 1 segundo, portanto, a frequéncia foi de 3 hz,
e o periodo equivalente a 1/3 de segundo, ou 0,3333... s.
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Concluimos que se um ponto P percorrer uma circunferéncia f vezes em um

segundo, teremos que a funcéo y = sen x podera ser representa por:

y=sen2z.ft — frevolugbes em1s

Para aumentarmos a amplitude desta funcéo, basta aumentarmos o fator A,

assim teremos:

|| y = A.sen 2n.f.t ||

A = amplitude (raio do ciclo)
f = numero de revolugdes por segundo (frequéncia)

t= tempo.

Quando observamos este mesmo tipo de movimento oscilatério (peso atado a
uma mola) em um corpo deformével, como uma corda, verificamos a producgéo de
som.

Mas, como o som é produzido?

VI. O SOM

Poderiamos definir som como sendo o resultado de oscilagdes muito rapidas
gue ocorrem na natureza. Desta forma, as notas musicais poderiam se definir como
sendo variacoes da freqUiéncia dessas oscila¢cdes. Na Fisica, definimos o som como
uma onda longitudinal, que se propaga em um meio material (sélido, liquido ou
gasoso), cuja freqiéncia estd compreendida, aproximadamente, entre 20 hertz e
20.000 hertz.

Se quisermos ouvir o som de uma corda, deveremos pinca-la e esta saira de
sua posicao de equilibrio realizando movimentos vibratérios, em um certo espaco de
tempo.
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S

Fig. 15. Oscila¢édo

Este movimento vibratério é analogo ao da mola anteriormente estudado.

Deslocamento Periodo

Amplitude

Fig. 16. Amplitude, Freqiiéncia e Periodo

- A amplitude da onda equivale a propriedade do som de ser forte ou fraco, ou seja,
a Intensidade.

- A frequéncia equivale a altura da nota. Sendo assim, se executdssemos 261
pulsos em um segundo obteriamos a nota DO.

- O periodo é o tempo compreendido entre estados iguais de vibracgao.

Pitdgoras realizou vérios experimentos com um monocérdio. Em uma
experiéncia ele dividiu uma corda ao meio, e verificou que esta corda tinha o dobro
de vibragdes, ou seja, considerando que a corda inteira vibrava 15 pulsos, metade
da corda vibrou 30, e o periodo da funcéo reduziu a metade.
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Fig. 17. Vibragdo da corda pressionada na metade

Representando por meio de um gréfico, teremos:

e Yy, =sen30r.t — Yy, =sen2r.15t

15 ciclos

Fig. 18. Representacdo grafica de y = sen 30mn.t

Amplitude =1
Periodo = 1/15 segundos (0,0666 s)
Frequiéncia = 15 hz (15 s™%)

17
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e Y,=5en60x.t - Y,=sen2r.2.151

411 T

éi“t“nﬂ i

20 ciclos

Fig. 19. Representacgédo grafica de y = sen 60mn.t

Amplitude =1
Periodo = 1/30 segundos (0,033 s)
Freqiiéncia = 30 hz (30 s%)

Portanto, y, tem o dobro das vibragbes de y;. O som obtido (y2) soa uma
oitava acima.
Concluimos que, quanto maior o numero de vibragcdes, mais agudo é o som.

Por exemplo, ao compararmos as fungbes y=sen2zt e y=sen6zt, temos que a
segunda representa um som mais agudo que a primeira, visto que o0 numero de

vibracbes é maior, ou seja, enquanto a primeira tem a frequéncia de 1 hertz, a
segunda tem a freqUéncia de 3 hertz.

1_
051
05
t
0 02 04 08 08 " = ; t
.2 0.4 0B 08
05 5]
=14 i3

Fig. 20. y =sen2rx.t Fig.21. y =senb6rx.t
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Também poderemos comparar a amplitude, uma vez que quanto maior a

amplitude, mais forte é o som. Por exemplo, uma funcéo definida por y =5.sen10xt
representa um som mais forte do que o som representado pela funcdo y = 2senl0rt,

porque a amplitude da primeira vale 5 e a segunda vale 2.

AARAL
VUV

Fig. 22. y=5sen 10wt

=)

E-
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IRVAVAVAVAVE

o

Fig.23. y= 2sen20nt
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VIl. CONCLUSAO

Por meio deste estudo foi possivel estabelecer algumas relacbes entre a
Matematica e a MUsica, em especial, com as func¢des trigonométricas.

Um dos resultados deste estudo foi o material “A Sendide e o0s Sons
Musicais”, que foi trabalhado com alunos do 2° ano do Ensino Médio do Colégio
Estadual Sdo José, Londrina — PR. Este material se mostrou eficiente na construgcéo
de graficos de fun¢des trigonométricas, tanto na relacdo entre som e funcdo, quanto
na construcao significativa dos conceitos como amplitude, freqtiéncia e periodo.

Esperamos que este trabalho seja um pontapé inicial para mais projetos
interdisciplinares entre a Mateméatica e a Musica, uma vez que o ensino da Mdsica
serd obrigatorio nas escolas. Tais estudos se fazem necessarios assim como a
producéo de materiais que auxiliem os professores no estudo da ligacao entre estas

duas ciéncias.
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ANEXO 01

Sempre que observamos um corpo em MHS (Movimento Harménico Simples),
podemos imagina-lo como projecdo de um MCU (Movimento Circular Uniforme).
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Fig. 24 — Movimento Harmoénico Simples

A = elongacdo? maxima do corpo

M = ponto correspondente a elongacdo maxima
P = ponto correspondente a projecao

x = elongacéo de P.

¢ = angulo de fase.

EP —EM E}.. = Energia mecancia no ponto P.
E... = Energia mecancia no ponto M
E. = Energia cinética.

E, = Energia potencial.

ES+E) =E] +E]

l.mv2 +l.kx2 = 0+1kA2
2 2

2

mv? =k.A? —k.x?

i k{A? -x*)

m

V= ,/h.(AZ —x%)
m

2 Elongagdo = Posicdo x do corpo.
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Quando x = 0 (ponto de equilibrio), a velocidade é maxima.

V= ,/h.(AZ -0%)
m
v=A. ,/h (1)
m

Como v=w.R, entdo

Vo = @A (2)
Comparando-se (1) e (2)
A h = w.A
m
temos que

k

w = R
m

o = velocidade angular (MCU) ou pulsacéo (MHS).
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